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a análise de placas finas de compósitos laminados, Campinas,: Faculdade de Engenharia 
Mecânica, Universidade Estadual de Campinas, 2008. 114 p. Dissertação (Mestrado) 
 Este trabalho apresenta formulações dinâmicas do método dos elementos de contorno para 
a análise de placas finas anisótropicas. As formulações utilizam soluções fundamentais da elasto-
estática e os termos de inércia são tratados como forças de corpo. As integrais de domínio 
provenientes de forças de corpo são transformadas em integrais de contorno usando o método da 
reciprocidade dual (DRM) e o método da integração radial (RIM). No DRM, é escolhida uma 
solução particular e a função de aproximação é obtida usando a equação de equilíbrio. No RIM, 
quatro funções de aproximação são usadas. São implementados formulações para análise modal e 
análise transiente de placas finas. Na análise modal, a formulação integral é transformada em um 
problema de auto-valores e auto-vetores onde os auto-valores estão relacionados às frequências 
naturais e os auto-vetores são os modos de vibrar. Na análise transiente, a integração no tempo é 
realizada usando o método de Houbolt. Apenas o contorno é discretizado em todas as 
formulações implementadas. Os resultados numéricos mostram boa concordância com os 
resultados disponíveis na literatura e também com resultados do método dos elementos finitos. 
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Abstract
Santana, André Pereira, Dynamic formulations of the boundary element method applied to thin 
plates of composite laminates, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecânica, 
Universidade Estadual de Campinas, 2008. 114 p. Dissertação (Mestrado) 
 This work presents dynamic formulations of the boundary element method for the analysis 
of anisotropic thin plates. Formulations use elastostatic fundamental solutions and inertia terms 
are treated as body forces. Domain integrals that come from body forces are transformed into 
boundary integrals using the dual reciprocity boundary element method (DRM) and the radial 
integration method (RIM). In the DRM, a particular solution is chosen and a approximation 
function is obtained using the equilibrium equation. In the RIM, four different approximations 
functions are used. Formulations for modal and transient analysis are implemented. In the modal 
analysis, the integral formulation is transformed in a eigen-value and eigen-vector problem where 
the eigen-values are related to natural frequencies and the eigen-values stand for vibration shape 
modes. In the transient analysis, the time integration is carried out using the Houbolt method. 
Only the boundary is discretized in all implemented formulations. Numerical results show good 
agreement with results available in literature as well as finite element results. 
Key Words
Boundary element method, radial integration method, dual reciprocity boundary element method, 
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ε = Deformac¸a˜o normal.
φ = Aˆngulo.
Γ = Contorno.
γ = Deformac¸a˜o cisalhante.
µ = Ra´ız do polinoˆmio caracter´ıstico.




σ = Tensa˜o normal.
τ = Tensa˜o cisalhante.
Letras ara´bicas
b = Forc¸a de corpo.
C, K = Constantes.
D = Matriz de rigidez de flexa˜o.
D′ = Matriz D transformada.
di = Parte real de µ.
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E = Mo´dulo de elasticidade.
ei = Parte imagina´ria de µ.
g = Forc¸a elementar.
M , m = Momentos.
N = Func¸a˜o de interpolac¸a˜o.
n = Vetor normal ao contorno.
Q = Ponto campo.
Q = Matriz de rigidez.
Q = Matriz de rigidez transformada.
q = Forc¸a distribu´ıda.
Ri = Func¸a˜o.
ri, si, qi, pi = Constantes.
Si = Func¸a˜o.
T = Matriz de transformac¸a˜o.
t = Espessura da placa.
u, v = Deslocamentos no plano.
V = Forc¸a cortante equivalente de Kirchhoff.
w = Deslocamento transversal.




1, 2, 3 = Direc¸o˜es principais.
c = Compressa˜o, elemento cont´ınuo.
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n = Direc¸a˜o normal.
s = Direc¸a˜o tangencial.
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O presente trabalho trata de treˆs assuntos: os materiais compo´sitos, as placas e o
me´todo dos elementos de contorno. A seguir sa˜o apresentadas as razo˜es para a escolha desses
treˆs assuntos como objeto de estudo, bem como um pouco de sua histo´ria.
1.1 Considerac¸o˜es sobre materiais compo´sitos
Inu´meras conquistas tecnolo´gicas recentes, principalmente as relacionadas com as aplica-
c¸o˜es relevantes em a´reas tais como aerona´utica, aeroespacial, petroqu´ımica, naval, bioen-
genharia, automobil´ıstica, construc¸a˜o civil, de artigos esportivos, entre outras, somente
se tornaram via´veis apo´s o advento dos materiais compo´sitos estruturais ou simplesmente
compo´sitos. Esta classe de materiais e´ bastante ampla e abrangente, compreendendo desde
os pol´ımeros reforc¸ados com fibras, os materiais h´ıbridos metal/compo´sito, os concretos es-
truturais e outros compo´sitos que incorporam matriz meta´lica ou ceraˆmica.
Embora a associac¸a˜o do termo compo´sitos esteja ligada a`s chamadas tecnologias de
ponta, nas quais pec¸as e dispositivos oriundos desse material sa˜o empregados em componentes
utilizados em sate´lites, aeronaves e helico´pteros, implantes ortope´dicos e odontolo´gicos bio-
compat´ıveis, ve´ıculos de Fo´rmula 1, plataformas mar´ıtimas de petro´leo, pontes, telesco´pios,
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instrumentos mu´sicais, e estruturas inteligentes em geral, a origem desta importante classe
de materiais remonta a milhares de anos, uma vez que as madeiras, os ossos e os tecidos mus-
culares sa˜o exemplos nota´veis em termos de eficieˆncia estrutural dos chamados compo´sitos
naturais.
As pesquisas por materiais de alta resisteˆncia, alta rigidez e baixo peso impuseram ciclos
histo´ricos na aplicac¸a˜o de materiais na indu´stria aerona´utica. Partindo do uso da madeira,
passando pelas ligas de alumı´nio e magne´sio, chega-se ao estado atual, no qual a indu´stria
aeroespacial esta´, cada vez mais, substituindo o uso de metais pelo uso de compo´sitos.
A princ´ıpio com utilizac¸a˜o restrita a` aeroespacial, atualmente a utilizac¸a˜o dos materiais
compo´sitos modernos vem se estendendo aos mais diversos ramos industriais. O motivo
desse crescimento e´ que esses materiais apresentam caracter´ısticas bastante desejave´is para
muitas aplicac¸o˜es em engenharia. Devido a sua grande importaˆncia, os materiais compo´sitos
teˆm sido objeto de muitos estudos, com va´rios livros publicados sobre o assunto (Agarwal e
Broutman, 1990, Gibson, 1994 e Hull e Clyne, 1996).
1.2 Considerac¸o˜es sobre placas anisotro´picas
A adoc¸a˜o de hipo´teses simplificadoras, visando analisar a placa como um elemento bidi-
mensional, fez surgir diferentes teorias para verificar o comportamento geral desta superf´ıcie
estrutural. Kirchhoff (1850) estabeleceu as hipo´teses fundamentais da teoria de placas fi-
nas, derivando a expressa˜o da energia potencial para uma placa inclinada e aplicando o
princ´ıpio dos trabalhos virtuais para obter uma equac¸a˜o diferencial, onde a rigidez a flexa˜o
foi definida em termos do mo´dulo de Young e coeficiente de Poisson. Adicionalmente, ele
percebeu que as treˆs condic¸o˜es de contorno naturais propostas por Poisson (1829) na˜o eram
compat´ıveis com a natureza de quarta ordem da equac¸a˜o diferencial obtida e mostrou que
estas poderiam ser reduzidas a duas condic¸o˜es de contorno naturais. Esta teoria na˜o leva em
conta o efeito da deformac¸a˜o pelo esforc¸o cortante, assumindo-se que retas normais ao plano
me´dio da placa permanecem normais apo´s a deformac¸a˜o. As hipo´teses apresentadas por
Kirchoff resultaram em uma equac¸a˜o diferencial de quarta ordem, na qual o deslocamento
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e´ dado em func¸a˜o de duas coordenadas no plano me´dio da placa. Esta equac¸a˜o pode ser
uma eficiente representac¸a˜o do comportamento de placas finas para pequenos deslocamen-
tos, apresentando boa precisa˜o de resultados para uma grande variedade de carregamentos
e geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirchhoff na˜o apresenta bons resultados
quando sa˜o analisadas placas de maior espessura. Mindlin (1951) formulou uma teoria para
analisar placas moderadamente espessas onde, assumindo-se que as distorc¸o˜es que ocorrem
na espessura sa˜o constantes, as tenso˜es sa˜o obtidas a partir da geometria imposta para as
deformac¸o˜es. O sistema de equac¸o˜es diferenciais obtido e´ de sexta ordem e tambe´m satis-
faz as treˆs condic¸o˜es de contorno requeridas. As formulac¸o˜es apresentadas por Kirchhoff e
Mindlin podem ser consideradas como expressivas contribuic¸o˜es para o aprimoramento da
teoria bidimensional de placas.
1.3 Evoluc¸a˜o do me´todo dos elementos de contorno
Atualmente a simulac¸a˜o computacional de fenoˆmenos f´ısicos de problemas de engen-
haria tem sido uma das principais ferramentas que auxiliam os engenheiros no desenvolvi-
mento de projetos. Va´rios fenoˆmenos f´ısicos, nas diversas a´reas do conhecimento, podem ser
representadas por equac¸o˜es diferenciais parciais. Em casos pra´ticos pore´m, dificilmente essas
equac¸o˜es possuem soluc¸o˜es anal´ıticas. Por isso, me´todos nume´ricos sa˜o empregados para
se obter uma soluc¸a˜o aproximada das equac¸o˜es que governam o problema. Problemas en-
volvendo ana´lises te´rmicas, ana´lises de tenso˜es, escoamento de fluidos, eletromagnetismo, so´
para citar alguns, podem ser modelados sob as variadas condic¸o˜es de contorno com o objetivo
de simular computacionalmente as condic¸o˜es reais de servic¸o de um determinado componente
mecaˆnico. Essa pra´tica tem sido cada vez mais utilizada atualmente, pois proporciona uma
significativa economia de tempo e recursos financeiros durante o desenvolvimento de proje-
tos. Va´rios ensaios pra´ticos e a construc¸a˜o de proto´tipos, que outrora eram indispensave´is,
podem ser substitu´ıdos por uma simulac¸a˜o computacional adequada feita por um programa
de ana´lise nume´rica. Dentre os me´todos nu´mericos que mais se destacam no tratamento de
problemas estruturais esta˜o o me´todo dos elementos finitos (MEF) e o me´todo dos elemen-
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tos de contorno (MEC). A obtenc¸a˜o de uma fo´rmulac¸a˜o de elementos de contorno possue
como atrativo a possibilidade de reduzir o nu´mero de dimenso˜es do problema o que leva a
um conjunto reduzido de equac¸o˜es e a uma quantidade menor de dados requeridos para a
computac¸a˜o. Embora a ide´ia de reduc¸a˜o do nu´mero de dimenso˜es do problema pelo uso de
uma formulac¸a˜o integral de contorno seja conhecida desde o final do se´culo XIX, o MEC,
na forma como e´ apresentado hoje, so´ se desenvolveu quase 80 anos depois, quando Rizzo
(1967) apresentou a formulac¸a˜o das equac¸o˜es integrais singulares, com as varia´veis f´ısicas
acopladas umas a`s outras na formulac¸a˜o direta do me´todo. A partir disso, o MEC se desen-
volveu de forma bastante ra´pida, sendo atualmente um me´todo bem estabelecido, com vasta
bibliografia publicada (Brebbia e Dominguez, 1989; Dominguez, 1993; Kane, 1994; Wrobel,
2002; Aliabadi, 2002; Gaul et al., 2003). As primeiras aplicac¸o˜es do MEC em ana´lise de
placas anisotro´picas comec¸aram a surgir na de´cada de 80. Wu (1980) e Altiero et al. (1981)
apresentaram a soluc¸a˜o fundamental anisotro´pica para placas numa aplicac¸a˜o do me´todo in-
direto dos elementos de contorno. A mesma soluc¸a˜o fundamental foi usada por Shi e Benzine
(1988) e Rajamohan e Raamachandran (1999) na ana´lise de placas anisotro´picas pelo me´todo
direto dos elementos de contorno e pelo me´todo de simulac¸a˜o de carga, respectivamente. Na
mesma linha dos trabalhos anteriores, Albuquerque et al. (2006) apresentaram uma ana´lise
de flexa˜o em compo´sitos laminados.
Uma alternativa para se tratar problemas elastodinaˆmicos e´ o me´todo dos elementos
de contorno de reciprocidade dual (Brebbia e Nardini 1982) e integrac¸a˜o radial (Gao, 2002 e
Albuquerque, Sollero e Paiva, 2007). Nesta formulac¸a˜o sa˜o usadas as soluc¸o˜es fundamentais
da elastosta´tica para problemas dinaˆmicos, sendo que a integral de domı´nio proveniente do
termo de ine´rcia e´ transformada em uma soma de integrais de contorno. A primeira aplicac¸a˜o
do me´todo dos elementos de contorno de reciprocidade dual (DRM) para o tratamento de
problemas dinaˆmicos em materiais anisotro´picos foi proposta por Schlar e Partridge (1993)
para problemas estaciona´rios tridimensionais e por Albuquerque, Sollero e Aliabadi (2002)
para problemas transientes bidimensionais. Ale´m destes trabalhos, o DRM tambe´m foi usado
para ana´lise materiais anisotro´picos por Albuquerque el al. (2003a, 2003b, 2004) e Kogl e
Gaul (2002, 2003).
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1.4 Descric¸a˜o do presente trabalho
A motivac¸a˜o para o desenvolvimento de uma formulac¸a˜o de elementos de contorno para
ana´lise do comportamento mecaˆnico dos materiais compo´sitos adve´m da crescente utilizac¸a˜o
desses materiais devido a`s suas excelentes propriedades mecaˆnicas. O me´todo dos elementos
de contorno vem sendo desenvolvido ha´ va´rias de´cadas e atrave´s dos anos se consolidando
como uma ferramenta de ana´lise computacional extremamente u´til em va´rias disciplinas de
engenharia. Entretanto, a ana´lise de problemas de materiais anisotro´picos usando o me´todo
dos elementos de contorno ainda demanda muita pesquisa. Neste trabalho, sa˜o apresentadas
formulac¸o˜es do me´todo dos elementos de contorno para ana´lise de problemas dinaˆmicos de
placas finas. Foram abordados, a ana´lise modal e a ana´lise de problemas transientes. O
u´nico trabalho que faz ana´lise modal de placas anisotro´picas encontrado na literatura foi o
apresentado por Albuquerque, Sollero e Paiva (2007). Na˜o foi encontrado na literatura qual-
quer trabalho que faz a ana´lise transiente de placas anisotro´picas. A precisa˜o dos resultados
nume´ricos apresentados no presente trabalho e´ analisada pela comparac¸a˜o com resultados
anal´ıticos e nume´ricos obtidos na literatura e com resultados nume´ricos obtidos usando-se o
me´todo dos elementos finitos. O presente trabalho e´ disposto de 8 cap´ıtulos.
No Cap´ıtulo 2 e´ apresentada uma classificac¸a˜o dos compo´sitos quanto a` sua forma e
uma visa˜o geral sobre suas caracter´ısticas, tais como: composic¸a˜o, interesse e aplicac¸o˜es.
No Cap´ıtulo 3 sa˜o apresentados algumas considerac¸o˜es em que se baseiam as teorias de
placas finas. Sera´ obtida a equac¸a˜o de equil´ıbrio de placas finas em termos da deflexa˜o.
No Cap´ıtulo 4 a formulac¸a˜o de elementos de contorno e´ apresentada de forma detalhada.
Sera´ apresentada a obtenc¸a˜o da equac¸a˜o integral de contorno. Tambe´m sera´ apresentada a
obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o fundamental anisotro´pica, tratamento de integrais ana´liticas e nume´ricas
e os tipos de elementos de contorno usados.
No Cap´ıtulo 5 sa˜o apresentadas treˆs formulac¸o˜es alternativas para o tratamento de
integrais de domı´nio na formulac¸a˜o de elementos de contorno. A primeira alternativa e´ fazer
a transformac¸a˜o exata da integral de domı´nio proveniente da carga distribu´ıda em integral de
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contorno. A segunda e terceira alternativa e´ transferir os efeitos da integral de domı´nio para
o contorno usando-se o me´todo da reciprocidade dual e da integrac¸a˜o radial, respectivamente.
No Cap´ıtulo 6 e´ apresentada uma metodologia para ana´lise modal e transiente de placas
anisotro´picas.
No Cap´ıtulo 7 sa˜o apresentados alguns resultados nume´ricos obtidos com as rotinas
implementadas. Atrave´s da ana´lise modal sa˜o determinadas as frequeˆncias naturais e os
modos de vibrar de estruturas anisotro´picas e atrave´s da ana´lise transiente se calcula os
campos de deslocamento de estruturas anisotro´picas no domı´nio do tempo.
Por fim, no Cap´ıtulo 8 sa˜o apresentadas as considerac¸o˜es finais e concluso˜es obtidas
atrave´s da ana´lise dos resultados apresentados nesta dissertac¸a˜o. Tambe´m sa˜o citados temas





Um material compo´sito (ou composto) e´ formado pela unia˜o de dois materiais de na-
turezas diferentes, resultando em um material de performance superior a`quela de seus com-
ponentes tomados separadamente. O material resultante e´ um arranjo de fibras, cont´ınuas ou
na˜o, de um material resistente (reforc¸o) que sa˜o impregnados em uma matriz de resisteˆncia
mecaˆnica inferior as fibras. Apo´s de´cadas de uso restrito em alguns setores da indu´stria, como
na a´rea de mı´ssies, foguetes e aeronaves de geometrias complexas, os compo´sitos polime´ricos
estruturais, tambe´m denominados avanc¸ados, teˆm ampliado a sua utilizac¸a˜o em diferentes
setores da indu´stria moderna, com um crescimento de uso de 5% ao ano (Rezende e Botelho,
2008). Atualmente, a utilizac¸a˜o de estruturas de alto desempenho e com baixo peso tem sido
buscada tambe´m nas indu´strias automotiva, esportiva, de construc¸a˜o civil, entre outras.
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2.2 Componentes constituintes de ummaterial compo´sito
2.2.1 Fibras
A fibra e´ o elemento constituinte que confere ao material compo´sito suas caracter´ısticas
mecaˆnicas: rigidez, resisteˆncia a` ruptura, etc. As fibras podem ser curtas, medindo cent´ımetros,
que sa˜o injetadas no momento da moldagem da pec¸a, ou longas, que sa˜o cortadas apo´s a
fabricac¸a˜o da pec¸a. Os compo´sitos obtidos com fibras cont´ınuas podem apresentar reforc¸o
unidirecional, reforc¸o bidirecional (tecidos), fibras picadas e manta cont´ınua. Nestes casos, o
material e´ moldado de forma que, em cada camada do compo´sito, as fibras sa˜o cont´ınuas e
dotadas de direc¸o˜es preferenciais (Figura 2.1).
Figura 2.1: Compo´sitos com reforc¸o tipo: (a) unidirecional; (b) tecido bidirecional; (c) fibras
picadas; e (d) manta cont´ınua.
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Se considerarmos que os compo´sitos esquematizados na Figura 2.1 sa˜o fabricados a
partir de uma mesma matriz e de um tipo espec´ıfico de fibra e submetidos a esforc¸os de
trac¸a˜o longitudinais, pode-se verificar diferenc¸as em relac¸a˜o a` eficieˆncia de comportamento
mecaˆnico. Os compo´sitos obtidos a partir de laˆminas com fibras unidirecionais e tecidos
bidirecionais tendem a ser muito mais eficientes estruturalmente em relac¸a˜o aos compo´sitos
obtidos com fibras picadas e mantas cont´ınuas. No caso da Figura 2.1a, a resisteˆncia mecaˆnica
e a rigidez teriam maiores valores na direc¸a˜o longitudinal, em relac¸a˜o a Figura 2.1b, onde
os resultados de resisteˆncia mecaˆnica e rigidez apresentariam valores intermedia´rios. Nas
Figuras 2.1c e 2.1d, os valores de resisteˆncia mecaˆnica e rigidez seriam menores que nas
situac¸o˜es anteriores. Entretanto, tal fato so´ se verifica para esforc¸os mecaˆnicos longitudinais.
Se os esforc¸os fossem aplicados transversalmente, o melhor desempenho ocorreria na Figura
2.1b, e o pior desempenho, na Figura 2.1a. Estas tendeˆncias indicam que a orientac¸a˜o
das fibras em relac¸a˜o aos esforc¸os aplicados, considerando-se o fato de serem cont´ınuas ou
na˜o, influeˆnciam significativamente nas propriedades mecaˆnicas dos compo´sitos (Flamı´nio e
Pardini, 2006). Os tipos mais comuns de fibras sa˜o: de vidro, de aramida (kevlar), carbono
e boro.
2.2.2 Matrizes
As matrizes tem como func¸a˜o principal transferir as solicitac¸o˜es mecaˆnicas a`s fibras e
protegeˆ-las do ambiente externo. As matrizes podem ser resinosas (polyester, epo´xi, etc),
minerais (carbono) e meta´licas (ligas de alumı´nio). A escolha entre um tipo de fibra e uma
matriz depende fundamentalmente da aplicac¸a˜o ao qual sera´ dado o material compo´sito:
caracter´ısticas mecaˆnicas elevadas, resisteˆncia a` alta temperatura, resisteˆncia a` corrosa˜o, etc.
O custo em muitos casos pode tambe´m ser um fator de escolha entre um ou outro componente.
Deve ser observada tambe´m a compatibilidade entre as fibras e as matrizes.
9
2.3 Interesse dos materiais compo´sitos
O interesse dos materiais compo´sitos esta´ ligado a dois fatores: econoˆmico e desem-
penho. O fator econoˆmico vem do fato do material composto ser muito mais leve que os
materiais meta´licos, o que implica numa economia de combust´ıvel e consequentemente, num
aumento de carga u´til (vantagens especiais nas a´reas aerona´utica e aeroespacial). A reduc¸a˜o
na massa total do produto pode chegar a 30% ou mais, em func¸a˜o da aplicac¸a˜o dada ao
material compo´sito. O custo de fabricac¸a˜o de algumas pec¸as em material compo´sito pode ser
tambe´m sens´ıvelmente menor se comparado com os materiais meta´licos. O fator performance
esta´ ligado a` procura por um melhor desempenho de componentes estruturais, sobretudo no
que diz respeito as ca-racter´ısticas mecaˆnicas (resisteˆncia a ruptura, resisteˆncia a` ambientes
agressivos, etc.). O cara´ter anisotro´pico dos materiais compo´sitos e´ o fator primordial para
a obtenc¸a˜o das propriedades mecaˆnicas requeridas pelo componente. A leveza, juntamente
com as excelentes caracter´ısticas mecaˆnicas, faz com que os materiais compo´sitos sejam cada
vez mais utilizados dentro de atividades esportivas.
2.4 Aplicac¸o˜es dos materiais compo´sitos
A aplicac¸a˜o dos materiais compo´sitos surgiu inicialmente na a´rea aerona´utica devido
a` necessidade de estruturas de alto desempenho e baixo peso. Atualmente, uma grande
variedade de pec¸as em materiais compo´sitos pode ser encontrada nos avio˜es em substituic¸a˜o
aos materiais meta´licos: fuselagem, spoilers, portas de trem de aterrissagem, portas internas,
etc. (Figura 2.2).
Em muitos destes componentes, sua concepc¸a˜o foge da definic¸a˜o dada inicialmente
para materiais compo´sitos, pois nestes casos os componentes sa˜o fabricados normalmente
por placas de baixa densidade, contra-placadas por placas finas de alta resisteˆncia. Esta
configurac¸a˜o normalmente e´ dita sandu´ıche. De uma forma mais ampla, estas configurac¸o˜es
sa˜o tambe´m consideradas materiais compo´sitos, pois combinam diferentes materiais. Den-
tro da a´rea aerona´utica, os helico´pteros possuem tambe´m va´rios componentes em material
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Figura 2.2: Boeing 787 - Principais aplicac¸o˜es estruturais em materiais compo´sitos. Cre´dito:
The Boeing Company.
compo´sito: pa´s da he´lice principal, he´lice traseira, a´rvore de transmissa˜o, fuselagem, etc.
A utilizac¸a˜o dos materiais compo´sitos dentro da indu´stria automobil´ıstica e´ bem mais
recente do que na a´rea aerona´utica. Inicialmente, eram produzidos somente parachoques
e tetos de automo´veis. Atualmente, o material compo´sito e´ utilizado para a fabricac¸a˜o
de capots, carters de o´leo, colunas de direc¸a˜o, a´rvores de transmissa˜o, molas laminadas,
paine´is, etc. Uma das grandes vantagens trazidas para o meio automobil´ıstico pelos materiais
compo´sitos e´, ale´m da reduc¸a˜o do peso, a facilidade em confeccionar pec¸as com superf´ıcies
complexas (Figura 2.3). Uma atividade esportiva noto´ria que emprega material compo´sito e´
a Fo´rmula 1, que pode ser considerada como um laborato´rio para as inovac¸o˜es tecnolo´gicas.
Em muitos casos, o que se emprega dentro dos carros de Fo´rmula 1 sera´ utilizado futura-
mente nos carros de passeio. Neste caso, o aumento da relac¸a˜o poteˆncia/peso e´ fundamental
para um bom desempenho do carro nas pistas. A configurac¸a˜o mais frequ¨entemente utilizada
nestes carros e´ do tipo sandu´ıche que e´ utilizada para a confecc¸a˜o da carroceria.
Em praticamente todas as atividades esportivas, a reduc¸a˜o do peso esta´ diretamente
ligada a reduc¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o de uma prova esportiva. Como exemplo disto, pode-
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Figura 2.3: Mercedes-Benz SLR McLaren - Chassi constru´ıdo em fibra de carbono. Cre´dito:
Portal Mercedes-Benz Brasil.
mos citar: barcos a vela, skis, bicicletas, etc. Em alguns casos, o que se procura e´ a agilidade,
e a perfeic¸a˜o, como no teˆnis, com suas raquetes; no golf, com seus tacos; e no surf, com suas
pranchas.
2.5 Laminados
Os materiais compo´sitos sa˜o, na maioria dos casos, utilizados na forma de laminados,
onde as laˆminas sa˜o coladas umas sobre as outras com orientac¸o˜es e espessura das fibras
podendo ser diferentes uma das outras. Segundo Homes e Just (1983), as propriedades
ela´sticas de uma laˆmina de material compo´sito reforc¸ado com fibras longas unidirecionais
(Figura 2.4) podem ser avaliadas a partir de uma visa˜o macrosco´pica, considerando esta
laˆmina como um material homogeˆneo. Assim, qualquer propriedade ela´stica (C) desta laˆmina
pode ser expressa como:
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C = C(Ef , νf , Vf , Em, νm, Vm) (2.1)
onde os subscritos f e m referem-se respectivamente a` fibra e a` matriz. E e´ o mo´dulo de
elasticidade, ν e´ a raza˜o de Poisson e V e´ a proporc¸a˜o em volume de cada componente da
laˆmina compo´sita.
Figura 2.4: Laˆmina compo´sita reforc¸ada com fibras longas unidirecionais.
As propriedades ela´sticas necessa´rias para a determinac¸a˜o do comportamento da laˆmina,
e posteriormente do laminado, sa˜o:
• O mo´dulo de elasticidade longitudinal (na direc¸a˜o das fibras) (EL).
• O mo´dulo de elasticidade transversal (ortogonal a`s fibras) (ET ).
• O mo´dulo de cisalhamento (GLT ).
• A raza˜o de Poisson principal (νLT ).
• A raza˜o de Poisson secunda´ria (νTL).
Os subscritos L e T referem-se respectivamente a`s direc¸o˜es longitudinal e transversal a`
direc¸a˜o das fibras. Holmes e Just (1983) apresentam as relac¸o˜es entre as propriedades dos
componentes da laˆmina, fibra e matriz, e as propriedades da laˆmina, dadas por:
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EL = (Ef − Em)Vf + Em (2.2)
νLT = (νf − νm)Vf + νm (2.3)
ET =
EfEm

















Ainda segundo Holmes e Just (1983), estes resultados teo´ricos sa˜o consistentes com
resultados experimentais, desconsiderando os efeitos do tempo de ensaio e da temperatura.
2.6 Equac¸a˜o constitutiva do laminado
Como apresentado por Agarwal e Broutman (1990), as tenso˜es em cada laˆmina pode
































= [T ]−1 [Q] [T ] . (2.8)











m = cos θ (2.10)
n = sen θ (2.11)
onde θ e´ o aˆngulo entre as fibras e o sistema de refereˆncia.





































Teoria da Flexa˜o em Placas
Anisotro´picas Finas
As placas sa˜o elementos estruturais limitados por duas superf´ıcies planas e paralelas
(Figura 3.1) distanciadas entre si de uma grandeza designada por espessura.
Figura 3.1: Placa Fina.
No caso da dimensa˜o da espessura ser muito menor que as dimenso˜es das superf´ıcies
planas limitantes, as placas sa˜o designadas por placas finas. O plano equidistante das su-
perf´ıcies planas externas e´ designado por plano me´dio da placa. Considerando as propriedades
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do material, uma placa pode ser anisotro´pica, com diferentes propriedades em diferentes
direc¸o˜es, ou isotro´pica, com propriedades iguais em todas as direc¸o˜es. Dependendo de sua
espessura, uma placa pode ser considerada fina ou espessa. Neste trabalho, sera´ desenvolvida
a formulac¸a˜o do me´todo dos elementos de contorno para placas finas anisotro´picas. A teoria
de flexa˜o em placas finas anisotro´picas esta´ baseada nos seguintes pressupostos:
1. Os pontos pertencentes a` normal ao plano me´dio da placa antes da deformac¸a˜o per-
manecem na normal a` superf´ıcie me´dia fletida.
2. A tensa˜o normal σz na direc¸a˜o normal ao plano me´dio e´ desprez´ıvel.
3.1 Relac¸o˜es ba´sicas para placas finas
Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos ja´ definidos. A Figura 3.2
mostra este elemento com um estado de tenso˜es agindo nele e uma forc¸a distribu´ıda aplicada
em sua superf´ıcie.
Integrando as componentes de tensa˜o ao longo da espessura da placa podemos definir










































− qy = 0. (3.8)
Resolvendo as equac¸o˜es (3.7) e (3.8) para qx e qy, respectivamente, substituindo a











Figura 3.3: Forc¸as e momentos em um elemento da placa
Considere as posic¸o˜es inicial e final de um elemento da placa dado por abcd paralelo ao
plano me´dio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distaˆncia z
do plano me´dio (Figura 3.4).
Assumindo que, durante a flexa˜o da placa, os pontos a, b, c e d, movem-se para a′, b′,
c′ e d′, chamando as componentes de deslocamento u0 e v0 do ponto a nas direc¸o˜es x e y
(Figura 3.4), respectivamente, o deslocamento do ponto b na direc¸a˜o x e´ dado por:


















Figura 3.4: Deformac¸a˜o em um elemento da placa.












A Figura 3.5 mostra as posic¸o˜es inicial e final de uma sec¸a˜o da placa, paralela ao plano
xz, que conte´m os pontos a, b, n1 e n2. A rotac¸a˜o do elemento an1, inicialmente na posic¸a˜o
vertical, e´ igual a ∂w
∂x
(Figura 3.5). Enta˜o, o deslocamento do ponto na direc¸a˜o x, a uma





Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na direc¸a˜o y e´ dado
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onde hk e´ a distaˆncia do plano me´dio do laminado ate´ a interface k (Figura 3.6).
A equac¸a˜o (3.21) tambe´m pode ser escrita como:
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A equac¸a˜o (3.25) pode ser integrada no plano caracter´ıstico complexo:
z = x + µy (3.26)
µ = d + ie
onde d e e sa˜o as partes real e imagina´ria de µ, respectivamente. Usando a equac¸a˜o (3.26) e






3 + 2(D12 + 2D66)µ
2 + 4D16µ +D11
]
= 0. (3.27)




3 + 2(D12 + 2D66)µ
2 + 4D16µ + D11 = 0. (3.28)
As ra´ızes desta equac¸a˜o, como mostrado por Lekhnitskii (1968), sa˜o sempre complexas
para materiais homogeˆneos. As ra´ızes complexas µ1 = d1+ e1i e µ2 = d2+ e2i sa˜o conhecidas
como paraˆmetros complexos de deflexa˜o. Em geral, estas ra´ızes sa˜o nu´meros complexos
distintos. Uma expressa˜o geral para a deflexa˜o tem a forma:
1. no caso de paraˆmetros complexos distintos (µ1  = µ2):
w = wo + 2Re[w1(z1) + w2(z2)]. (3.29)
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2. no caso de paraˆmetros complexos iguais (µ1 = µ2):
w = wo + 2Re[w1(z1) + z¯1w2(z1)]. (3.30)
onde w0 e´ uma soluc¸a˜o particular da equac¸a˜o (3.25) que depende da forc¸a distribu´ıda q nas
superf´ıcies da placa, w1(z1) e w2(z2) sa˜o func¸o˜es anal´ıticas arbitra´rias de varia´veis complexas
z1 = x + µ1y e z2 = x + µ2y. Baseada nas equac¸o˜es (3.23) e (3.24), podem ser obtidas


































y sa˜o momentos e forc¸as cisalhantes correspondentes a func¸a˜o w0
calculada pelas equac¸o˜es (3.23) e (3.24). As outras constantes sa˜o dadas por:
p1 = D11 + D12µ
2
1 + 2D16µ1, p2 = D11 + D12µ
2
2 + 2D16µ2,
q1 = D12 + D22µ
2
1 + 2D26µ1, q2 = D12 + D22µ
2
2 + 2D26µ2,
r1 = D16 + D26µ
2













+ 3D16 +D12 + D66µ2 + D26µ
2
2,
s1 − r1 =
p1
µ1




s1 + r1 = −q1µ1, s2 + r2 = −q2µ2.
Expresso˜es similares podem ser obtidas para o caso onde µ1 = µ2. Estes casos ocorrem
quando:
D11 D22 = (D12 + 2D66)
2 (3.33)
e
D16 = D26 = 0 (3.34)
Contudo este caso na˜o sera´ apresentado neste trabalho (Shi e Bezine, 1988).
3.2 Transformac¸a˜o de coordenadas para momentos e
forc¸as cortantes
As componentes de tensa˜o σn e τns, tenso˜es normal e cisalhante, respectivamente, esta˜o
relacionadas com as tenso˜es σx, σy e τxy por:
σn = σx cos
2 α + σy sin
2 α + 2τxy sinα cosα, (3.35)
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τns = (σy − σx) sinα cosα + τxy(cos
2 α− sin2 α). (3.36)
As componentes de momento, inicialmente escritas considerando os eixos x e y, podem
agora ser reescritas em um sistema de coordenadas gene´rico n, s (Paiva, 1987). Os momentos
de flexa˜o referentes a`s direc¸o˜es n e s sa˜o dados por:
mn = mx cos
2 α + my sin
2 α + 2mxy sinα cosα, (3.37)
mns = (my −mx) sinα cosα +mxy(cos
2 α− sin2 α). (3.38)
Similarmente, qn, a forc¸a cisalhante no eixo n, pode ser escrita como:
qnds = qxds cosα + qyds sinα, (3.39)
ou
qn = qx cosα + qy sinα. (3.40)
Com o objetivo de resolver a equac¸a˜o diferencial da placa dada por (3.25), e´ necessa´rio
a imposic¸a˜o das condic¸o˜es de contorno para o deslocamento w e sua derivada ∂w
∂n
. Kirchhoff
(1950) mostrou que as condic¸o˜es de contorno da forc¸a cisalhante qn e momento volvente mns
podem ser escritas como uma u´nica condic¸a˜o dada por:




Como apresentado por Timoshenko e Woinowoski-Kriegr (1959), a flexa˜o de uma placa
na˜o e´ alterada se as forc¸as horizontais que resultam no bina´rio volvente mnsds, agindo em
um elemento de comprimento ds de uma aresta, sa˜o substitu´ıdas por duas forc¸as verticais de
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magnitude mns e separadas por uma distaˆncia ds. Esta substituic¸a˜o na˜o altera a magnitude
dos momentos volventes e produz somente mudanc¸as locais na distribuic¸a˜o de tenso˜es na
aresta da placa, deixando a distribuic¸a˜o de tenso˜es no restante da placa inalterada.
A outra condic¸a˜o de carregamento no contorno e´ o momento mn.
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Cap´ıtulo 4
O Me´todo dos Elementos de Contorno
para Flexa˜o em Placas Anisotro´picas
4.1 Formulac¸a˜o integral
Usando o teorema de Betti (Kane, 1994), podemos relacionar dois estados de tensa˜o-





















































Substituindo as equac¸o˜es (3.16) e (3.17) na equac¸a˜o (4.3), pode-se escrever o primeiro
























































Para obter as equac¸o˜es do me´todo dos elementos de contorno, e´ necessa´rio transformar
as integrais de domı´nio em integrais de contorno. Considere duas func¸o˜es f(x) e g(x). A
















































































































































































































































































































































2 α + my sin








cos2 α− sin2 α
)


















































onde Γ1 e Γ2 sa˜o as coordenadas dos extremos do contorno onde a integrac¸a˜o esta´ sendo
realizada.
No caso de um contorno fechado sem canto, isto e´, a func¸a˜o que descreve a curva de
contorno e suas derivadas sa˜o cont´ınuas, o primeiro termo do lado direito da equac¸a˜o (4.19)























e os termos wci , m
+
nsi
, m−nsi sa˜o, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos
depois e antes do canto i da placa (Figura 4.1), Nc e´ o nu´mero total de cantos no contorno
(Paiva, 1987).


































































Figura 4.1: Canto i do contorno da placa.
Seguindo um procedimento similar a`quele usado para obter a equac¸a˜o (4.23), o lado























































A equac¸a˜o (4.25) relaciona dois estados de um material ela´stico. Para aplicar esta
equac¸a˜o para resolver problemas de flexa˜o, precisamos considerar um dos estados como con-
hecido e o outro como o estado que queremos analisar. Para obter a equac¸a˜o integral de





desaparec¸a. Usando as propriedades da func¸a˜o delta de Dirac δ(P,Q), de forma que g∗ = δ(P,Q),
a integral (4.26) e´ escrita como:
∫
Ω
δ(P,Q)w(P )dΩ(P ) = w(Q), (4.27)
onde Q e´ o ponto onde a carga e´ aplicada, conhecido como ponto fonte, e P e´ o ponto onde
o deslocamento e´ observado, conhecido como ponto campo. O estado correspondente a um
material linear sob carregamento de uma func¸a˜o delta de Dirac e´ conhecido como um estado
fundamental e as varia´veis da equac¸a˜o (4.25) relacionadas a este estado (w∗,V ∗n e m
∗
n) sa˜o
conhecidas como soluc¸o˜es fundamentais, as quais sa˜o calculadas analiticamente a partir da
equac¸a˜o (3.25).


































b(P )w∗(Q,P )dΩ. (4.28)
A equac¸a˜o(4.28) e´ a equac¸a˜o de placas finas para deslocamentos em pontos do domı´nio
da placa. Esta equac¸a˜o fornece deslocamentos em todos os pontos do domı´nio da placa a
partir das cortantes equivalentes (Vn), momentos de flexa˜o na direc¸a˜o normal (mn), reac¸a˜o
de canto (Rci), deslocamentos (w) e rotac¸o˜es em relac¸a˜o a` normal (∂w/∂n) conhecidos no
contorno.
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A constante K e´ introduzida para se considerar que a func¸a˜o delta de Dirac pode ser
aplicada no domı´nio, no contorno ou fora do domı´nio. Se a func¸a˜o delta de Dirac e´ aplicada
em um ponto onde o contorno e´ suave, enta˜o K = 1/2. As varia´veis da equac¸a˜o (4.28)
sa˜o deslocamentos w(P ), rotac¸o˜es ∂w(P )
∂n
, momentos mn(P ), e forc¸as Vn(P ). Para uma dada
condic¸a˜o de contorno, algumas destas varia´veis sa˜o conhecidas e outras desconhecidas. Para
tem-se um nu´mero de equac¸o˜es igual ao nu´mero de varia´veis desconhecidas, e´ necessa´rio
escrever a equac¸a˜o integral correspondente a derivada do deslocamento w(Q) em relac¸a˜o ao
sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de origem, isto e´, o ponto onde o delta de
Dirac do estado fundamental e´ aplicado. As direc¸o˜es dos eixos deste sistema de coordenadas
sa˜o coincidentes com as direc¸o˜es normal e a tangente ao contorno no ponto de origem. Para
problemas de flexa˜o em placas anisotro´picas tem-se que a equac¸a˜o integral de contorno escrita
em termos de quatro valores de contorno ba´sicos, isto e´, deflexa˜o w, inclinac¸a˜o da normal
∂w/∂n, forc¸a cortante Vn e momento fletor mn. Em um problema bem colocado dois destes
quatro valores sa˜o inco´gnitas do problema e dois sa˜o condic¸o˜es de contorno conhecidas.
Pode-se verificar que num problema de flexa˜o em placas anisotro´picas ha´ sempre duas
inco´gnitas a serem determinadas em qualquer ponto do contorno e consequentemente, a
soluc¸a˜o do problema requer que uma segunda equac¸a˜o seja estabelecida.
A segunda equac¸a˜o integral de contorno e´ obtida da derivada da equac¸a˜o (4.28) em





















































E´ importante dizer que e´ poss´ıvel usar apenas a equac¸a˜o (4.28) em uma formulac¸a˜o de
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elementos de contorno usando como pontos fonte os no´s do contorno e um nu´mero igual de
pontos externos ao domı´nio do problema.
4.2 Soluc¸a˜o fundamental de deflexa˜o para uma carga
pontual
A soluc¸a˜o fundamental e´ a resposta a` aplicac¸a˜o de um carregamento unita´rio pontual
em um meio ela´stico infinito cujas propriedades ela´sticas sa˜o as mesmas do componente que se
quer analisar. No caso particular de placas, a soluc¸a˜o fundamental e´ dada pelo deslocamento
w em um ponto P qualquer do domı´nio, chamado de ponto campo, devido a` aplicac¸a˜o de
uma carga unita´ria q em um ponto Q qualquer, chamado de ponto fonte (Figura 4.2).
Figura 4.2: Soluc¸a˜o fundamental
A soluc¸a˜o fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas e´ calculado fazendo
o termo na˜o-homogeˆneo da equac¸a˜o diferencial (3.25) igual a uma forc¸a concentrada dada
por uma func¸a˜o delta de Dirac δ(Q,P ), isto e´:
∆∆w∗(Q,P ) = δ(Q,P ), (4.30)



























Como mostrado por Shi e Bezine (1988), a soluc¸a˜o fundamental do deslocamento




{C1R1(ρ, θ) + C2R2(ρ, θ) + C3 [S1(ρ, θ)− S2(ρ, θ)]} , (4.32)
onde
ρ = [(x− xo)
2 + (y − yo)
2]1/2, (4.33)























G = (d1 − d2)
2 + (e1 + e2)
2, (4.38)
H = (d1 − d2)
2 + (e1 − e2)
2, (4.39)
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(cos θ + di sin θ)










(cos θ + di sin θ)






4ρ2ei sin θ (cos θ + di sin θ) arctan
ei sin θ











(cos θ + di sin θ)








(cos θ + di sin θ)





cos θ + di sin θ
. (4.41)
O ı´ndice repetido i nos termos de Ri e Si na˜o implicam em soma. O coeficiente a e´
uma constante arbitra´ria tomada como a = 1. As outras grandezas derivadas da soluc¸a˜o







































































x + 2D26nxny + D22n
2
y, (4.47)
g1 = (D12 −D11) cosβ sin β + D16(cos
2 β − sin2 β), (4.48)
g2 = 2(D26 −D16) cosβ sin β + 2D66(cos
2 β − sin2 β), (4.49)
g3 = (D22 −D12) cosβ sin β + D26(cos
2 β − sin2 β), (4.50)
































h5 = (D12 −D11) cos 2β − 4D16 sin 2β, (4.55)
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h6 = 2(D26 −D16) cos 2β − 4D66 sin 2β, (4.56)
h7 = (D22 −D12) cos 2β − 4D26 sin 2β, (4.57)
e β e´ o aˆngulo entre o sistema de coordenadas global xy e um sistema de coordenadas ns
o qual tem seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, ao
contorno no ponto Q. As derivadas da soluc¸a˜o fundamental do deslocamento transversal






















As derivadas de Ri e Si sa˜o dadas por:
∂Ri
∂x







(cos θ + di sin θ)






4rei sin θ arctan
ei sin θ
















(cos θ + di sin θ)






4rei (cos θ + 2di sin θ) arctan
ei sin θ









(cos θ + di sin θ)











(cos θ + di sin θ)






















(cos θ + di sin θ)











4 (cos θ + di sin θ)
r
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(cos θ + di sin θ)











(cos θ + di sin θ)






4 [(d2i − e
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i ) di sin θ]
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(cos θ + di sin θ)














i ) sin θ]
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(cos θ + di sin θ)








(cos θ + di sin θ)





(cos θ + di sin θ)










(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
+
2e2i sin θ cos θ[
(cos θ + di sin θ)
















(cos θ + di sin θ)





(cos θ + di sin θ)
















(cos θ + di sin θ)








i ) sin θ)[
(cos θ + di sin θ)














(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
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i ) sin θ][
(cos θ + di sin θ)














(cos θ + di sin θ)






2r (cos θ + di sin θ) arctan
ei sin θ











(cos θ + di sin θ)





























(cos θ + di sin θ)















(cos θ + di sin θ)
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(cos θ + di sin θ)
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(cos θ + di sin θ)
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(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
−
2 cos θ (cos θ + di sin θ)[
(cos θ + di sin θ)
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(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
+
2 (d2i + e
2
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(cos θ + di sin θ)
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Como pode ser visto, as derivadas de Ri e Si apresentam singularidades fracas (logr),
singularidades fortes (1/r), e hipersingularidades (1/r2) que precisam de uma atenc¸a˜o especial
durante sua integrac¸a˜o.
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4.3 Integrais anal´ıticas e nume´ricas
Integrais singulares da ordem (log r) podem ser avaliadas eficientemente pela quadratura
de Gauss com uma transformac¸a˜o de varia´veis cu´bica, conforme proposto por Telles (1987),
que cancela exatamente a singularidade logar´ıtmica. Uma outra possibilidade e´ o uso da
quadratura logar´ıtmica de Gauss, apresentada por Stroud e Secrest (1966). De acordo com













onde N e´ o nu´mero de pontos de Gauss. A coordenada do ponto de integrac¸a˜o ξ e o fator
peso wi podem ser encontrados na literatura (Brebbia e Domı´nguez 1989).
Neste trabalho, os termos na˜o singulares das matrizes H e G sa˜o integrados utilizando-
se quadratura de Gauss padra˜o com 10 pontos de integrac¸a˜o. Os termos singulares de G
sa˜o do tipo log (r) sendo integrados usando quadratura logar´ıtmica de Gauss com 10 pontos
de integrac¸a˜o. Ja´ os termos singulares de H sa˜o do tipo 1/r e 1/r2 precisam ser calculados
no sentido do valor principal de Cauchy e de Hadamard, respectivamente. Estes termos sa˜o
calculados analiticamente.
4.4 Elementos Quadra´ticos
Uma vez que e´ muito dif´ıcil encontrar soluc¸o˜es anal´ıticas gerais para as equac¸o˜es inte-
grais de contorno (4.28) e (4.29), torna-se necessa´rio o uso de soluc¸o˜es nume´ricas. Quando
soluc¸o˜es nume´ricas sa˜o usadas, o contorno e´ aproximado por elementos discretos. Estes
elementos discretos sa˜o chamados elementos de contorno.
Considere a Figura 4.3 onde o contorno de uma placa e´ aproximado por uma se´rie de
segmentos (elementos de contorno) Γi, cujo nu´mero e forma sa˜o escolhidos para representa´-lo
adequadamente.
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Figura 4.3: Domı´nio bidimensional dividido em elementos de contorno.
A cada elemento de contorno associam-se um ou mais pontos chamados no´s ou pontos
nodais e os valores das variave´is associadas a eles sa˜o denominados valores nodais. Os deslo-
camentos e esforc¸os ao longo de cada elemento sera˜o aproximados por func¸o˜es polinomiais
em func¸a˜o das quais e´ definido o nu´mero de pontos nodais do elemento.
Visando aumentar a convergeˆncia dos resultados para a formulac¸a˜o apresentada aqui,
foram implementados os elementos quadra´ticos, os quais sa˜o os mais simples capazes de
representar qualquer contorno curvo. Como a formulac¸a˜o tem integrais com integrandos
singulares, estas integrais precisam ser calculadas no sentido de Cauchy, no caso de singu-
laridades fortes, ou no sentido de Hadamard, no caso de hipersingularidades. A integrac¸a˜o
no sentido de Hadamard requer a continuidade de Holder nos no´s. Devido a esse fato, os
elementos descont´ınuos sa˜o fortemente indicados. Neste trabalho sa˜o usados os elementos
quadra´ticos descont´ınuos para representar os elementos f´ısicos e os elementos quadra´ticos
cont´ınuos para representar os elementos geome´tricos.













































































Nos elementos quadra´ticos descont´ınuos os no´s sa˜o colocados em ξ = −2/3, ξ = 0 e
ξ = +2/3, como mostrado na Figura 4.4.
Figura 4.4: Elemento quadra´tico descont´ınuo.
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A equac¸a˜o de interpolac¸a˜o quadra´tica para a geometria mostrada pode ser derivada
pela determinac¸a˜o dos coeficientes da expressa˜o quadra´tica, ou seja:
Nd = Aξ
2 + Bξ + C (4.89)






























Resolvendo o sistema linear (4.90) chegamos a`s func¸o˜es de interpolac¸a˜o ou func¸o˜es de






































onde ξ e´ a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 4.4).
A geometria do elemento tambe´m pode ser considerada como quadra´tica e e´ represen-









 N (1)c 0 N (2)c 0 N (3)c 0












































ξ (ξ + 1) . (4.97)
4.5 Equac¸a˜o matricial
Com o objetivo de calcular as varia´veis de contorno desconhecidas, o contorno Γ e´
discretizado em Ne elementos curvos e as varia´veis de contorno w, ∂w/∂n, mn e Vn sa˜o
assumidas com uma variac¸a˜o quadra´tica ao longo de cada elemento. Tomando um no´ d como























































































































































































































































































































































































onde, Ne e´ o nu´mero de elementos.
O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equac¸a˜o (4.98) requer o uso do
jacobiano, ja´ que as func¸o˜es de forma sa˜o expressas em termos da coordenada adimensional e
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dΓe = J(ξ)dξ. (4.116)
A equac¸a˜o matricial (4.98) tem duas equac¸o˜es e 6Ne+Nc varia´veis desconhecidas. Para
se obter um sistema linear soluciona´vel, o ponto fonte e´ colocado sucessivamente em cada no´
do contorno (d = 1, ..., 6Ne) bem como em cada no´ de canto (d = 6Ne + 1, ..., 6Ne + Nc). E´
importante notar que enquanto ambas as equac¸o˜es, (4.28) e (4.29), sa˜o usadas para cada no´
de contorno (fornecendo as primeiras 6Ne equac¸o˜es), somente a equac¸a˜o (4.28) e´ usada para

























onde, wbn conte´m o deslocamento transversal e a rotac¸a˜o de cada no´ de contorno, Vbn
conte´m a forc¸a cisalhante e o momento torsor de cada no´ de contorno, Pbn conte´m a integral
de domı´nio para cada no´ de contorno, wc conte´m o deslocamento transversal de cada canto,
Vc conte´m a reac¸a˜o de canto para cada canto, Pc conte´m a integral de domı´nio para cada
canto. Os termos H′, C′, R′ e G′ sa˜o matrizes que conte´m os respectivos termos da equac¸a˜o









conte´m os respectivos primeiros termos da equac¸a˜o (4.98) escrita para os Nc cantos.
A equac¸a˜o (4.117) pode ser reescrita como:




































Aplicando as condic¸o˜es de contorno, a equac¸a˜o (4.117) pode ser rearranjada como:
Ax = b (4.124)
que pode ser resolvida pelo procedimento padra˜o para sistemas lineares.
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Cap´ıtulo 5
Transformac¸a˜o das integrais de
domı´nio em integrais de contorno para
flexa˜o em placas anisotro´picas
A aplicac¸a˜o do me´todo dos elementos de contorno requer, preferencialmente, que a
soluc¸a˜o fundamental para o problema em considerac¸a˜o seja conhecida. Essa soluc¸a˜o funda-
mental deve levar em conta todos os termos da equac¸a˜o governante de forma a obter uma
formulac¸a˜o onde apenas o contorno e´ discretizado. Quando isso na˜o for poss´ıvel, tornam-se
necessa´rias te´cnicas especiais para o tratamento desses termos de domı´nio. A primeira alter-
nativa e´ fazer a transformac¸a˜o exata da integral de domı´nio proveniente da carga distribu´ıda
em integral de contorno para o problema de flexa˜o de placas anisotro´picas. A segunda alter-
nativa e´ transferir os efeitos da integral de domı´nio para o contorno usando-se o me´todo de
elementos de contorno de reciprocidade dual ou da integrac¸a˜o radial.
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5.1 Transformac¸a˜o exata
Como poˆde ser visto nas equac¸o˜es (4.28) e (4.29), ha´ integrais de domı´nio na formulac¸a˜o
devido a carga distribu´ıda no domı´nio. Estas integrais podem ser calculadas por integrac¸a˜o
direta na a´rea Ωg (veja Figura 3.1). Contudo, a formulac¸a˜o dos elementos de contorno perde
seu principal atrativo que e´ a discretizac¸a˜o somente no contorno. Neste trabalho, as integrais
de domı´nio oriundas das cargas distribu´ıdas sa˜o transformadas em integrais de contorno por
uma transformac¸a˜o exata.
Considere a placa da Figura 3.1 sob um carregamento g aplicado em uma a´rea Ωg.
Assumindo que o carregamento g tem uma distribuic¸a˜o linear (Ax + By + C) na a´rea Ωg, a















(Ax +By + C)w∗ρdρdθ, (5.2)
onde, r e´ o valor de ρ em um ponto do contorno Γg.












Considerando um aˆngulo infinitesimal dθ (Figura 5.1), a relac¸a˜o entre o comprimento
do arco rdθ e o comprimento infinitesimal do contorno dΓ, pode ser escrito como:
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Usando as propriedades do produto interno dos vetores unita´rios n e r, indicados na





Finalmente, substituindo a equac¸a˜o (5.7) na equac¸a˜o (5.4), a integral de domı´nio da











x = ρ cos θ (5.9)
e
y = ρ sin θ, (5.10)






(Aρ cos θ + Bρ sin θ + C) [C1R1 + C2R2 + C3 (S1 − S2)] ρdρ,
(5.11)
onde C1, C2 e C3 sa˜o dados pelas equac¸o˜es (4.35), (4.36) e (4.37), respectivamente. A equac¸a˜o





(A cos θ + B sin θ)
∫ r
0




ρ [C1R1 + C2R2 + C3 (S1 − S2)] dρ
}
. (5.12)
Seguindo um procedimento similar para obter a equac¸a˜o (5.12), o termo de domı´nio da



































































Como pode ser visto, as equac¸o˜es (5.12) e (5.15) na˜o sa˜o dependentes de θ. Por inte-
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
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Embora neste trabalho as cargas de domı´nio sa˜o consideradas como linearmente dis-
tribu´ıdas, o procedimento apresentado nesta sec¸a˜o pode ser estendido para outras cargas de
ordem superior.
5.2 Me´todo da reciprocidade dual - DRM
O procedimento apresentado na Sec¸a˜o 5.1 para transformar a integral de domı´nio em
integral de contorno e´ adequado quando forc¸as de corpo sa˜o constantes ou func¸o˜es das coor-
denadas x e y ao longo do domı´nio. Quando estas forc¸as de corpo sa˜o func¸o˜es da deflexa˜o
w, como em problemas dinaˆmicos por exemplo, a transformac¸a˜o exata na˜o e´ poss´ıvel. Neste
caso, aproximac¸o˜es pelo me´todo da reciprocidade dual e´ muito adequado. Considere que o
termo b da equac¸a˜o (4.28) e´ aproximado por uma soma de produtos de func¸o˜es de base radial






Nessa equac¸a˜o, γm e´ um conjunto de coeficientes a serem determinados, fm e´ uma
func¸a˜o de aproximac¸a˜o que depende apenas da geometria do problema e M e´ o nu´mero de
total de no´s do contorno e no´s internos.






























































f(P )w∗(Q,P )dΩ. (5.31)




























































Usando o me´todo de elementos de contorno de reciprocidade dual, a integral P2, dada
por uma soma de integrais de domı´nio (5.33), e´ transformada em uma soma de integrais de
contorno.





























































As equac¸o˜es (5.32) e (5.34) sa˜o a base do me´todo da reciprocidade dual para a for-
mulac¸a˜o de placas finas. A soluc¸a˜o particular precisa satisfazer a equac¸a˜o de equilibrio
(5.30). A soluc¸a˜o tradicional para resolver a equac¸a˜o diferencial (5.30) quando o problema e´
isotro´pico, e´ assumir uma func¸a˜o de aproximac¸a˜o de base radial, fm = 1+R por exemplo, e
calcular a soluc¸a˜o particular correspondente. Este procedimento e´ muito dif´ıcil de se aplicar
a materiais anisotro´picos, pois a anisotro´pia aumenta o nu´mero de constantes na equac¸a˜o
de equil´ıbrio. Um procedimento alternativo e´ assumir uma soluc¸a˜o particular wˆ e obter a
func¸a˜o de aproximac¸a˜o correspondente fm. Esta abordagem foi proposta por Schclar (1994)
para problemas anisotro´picos em treˆs dimenso˜es e mais tarde ela foi usada por diferentes
pesquisadores em diferentes problemas anisotro´picos (Albuquerque, Sollero e Aliabadi, 2002;
Albuquerque, Sollero e Fedelinski, 2003a; Albuquerque, Sollero e Fedelinski, 2003b; Albu-
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querque, Sollero e Aliabadi, 2004; Kogl e Gaul, 2000a; Kogl e Gaul, 2000b; Kogl e Gaul,
2003).
Neste trabalho, a soluc¸a˜o particular usada e´ dada por:
wˆ = c1 r
4 + c2 r
5 + c3 r
6 + c4 r
7 (5.35)
onde c1, c2, c3 e c4 sa˜o constantes arbitra´rias. A func¸a˜o de aproximac¸a˜o f
m e´ obtida pela
equac¸a˜o (5.30) usando as derivadas da soluc¸a˜o particular (5.35). Outras grandezas derivadas

























































Embora as soluc¸o˜es particulares sa˜o dadas por expresso˜es conhecidas, elas sa˜o apro-
ximadas no contorno pelas mesmas func¸o˜es de forma usadas na aproximac¸a˜o de variave´is
desconhecidas. Assim, usando discretizac¸a˜o de elementos de contorno, as equac¸o˜es (5.32) e






















wˆbn conte´m a soluc¸a˜o particular de deslocamento e rotac¸a˜o para cada no´ do contorno, Vˆbn
conte´m a soluc¸a˜o particular de forc¸a cortante e momento torsor para cada no´ do contorno,
Vˆbn conte´m a soluc¸a˜o particular de deslocamento para cada no´ do contorno e Vˆc conte´m a







A equac¸a˜o (5.39) pode ser reescrita como:
P = Sγ (5.43)
A equac¸a˜o (5.28) pode ser escrita em forma de matriz, considerando todos os no´s do
contorno e pontos internos, como pontos de reciprocidade dual:
b = Fγ (5.44)
Assim, γ pode ser escrito como:
γ = F−1b (5.45)
Os termos P1 e P2 da equac¸o˜es (5.29) e (5.33) podem ser escritos em forma de matriz,
considerando com pontos fonte todos os pontos internos e no´s do contorno, como:
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P = SF−1b (5.46)
Para problemas dinaˆmicos estaciona´rios, o vetor forc¸a de corpo e´ dado por:
b = ρhω2w (5.47)
onde ρ e´ a densidade do material, h e´ a espessura da placa e ω e´ a frequeˆncia circular de
vibrac¸a˜o.
Assim, a equac¸a˜o (5.46) pode ser escrita como:
P = ω2ρhSF−1w (5.48)
ou
P = ω2Mw (5.49)
onde M e´ a matriz de massa dada por:
M = ρhSF−1 (5.50)
Finalmente, a equac¸a˜o (4.118) para problemas dinaˆmicos estaciona´rios podem ser es-
critos como:
Hw = GV + ω2Mw (5.51)
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5.3 Me´todo da integrac¸a˜o radial - RIM
Assim como no DRM, o RIM aproxima a forc¸a de corpo b como uma soma de M



















γm = 0 (5.54)
para as func¸o˜es de aproximac¸a˜o expandidas por polinoˆmios. A integral de domı´nio da equac¸a˜o

































Substituindo a equac¸a˜o (5.7) na equac¸a˜o (5.58), a equac¸a˜o integral de domı´nio da










Seguindo procedimentos similares aos usados para obter a equac¸a˜o (5.59), o termo de


































































As func¸o˜es de aproximac¸a˜o fm sera˜o func¸o˜es de base radial escritas em termos de R,
onde R e´ a distaˆncia entre o centro S da func¸a˜o de base radial e o ponto de integrac¸a˜o P .
Da Figura 5.2, pode-se escrever:
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Figura 5.2: Posic¸a˜o dos pontos no domı´nio.
R =
√
ρ2 + l2 − 2ρl cos β, (5.64)
onde l e´ a distaˆncia entre os pontos S e Q e β e´ o aˆngulo entre ρ e l.
O custo computacional do RIM e´ maior que do DRM uma vez que as integrais dadas
pelas equac¸o˜es (5.57) e (5.61) na˜o podem ser calculadas analiticamente para a maioria das






ρ2 + l2 − 2ρl cosβ log(c2ρ)ρ
3dρ, (5.65)
onde c1 e c2 sa˜o coeficientes que na˜o dependem de ρ. A integral da equac¸a˜o (5.65) na˜o
pode ser calculada analiticamente. O ca´lculo nume´rico desta integral torna mais alto o custo
computacional do RIM, uma vez que no DRM na˜o se faz nenhuma integrac¸a˜o nume´rica na
transformac¸a˜o da integral de domı´nio em integrais de contorno. A vantagem mais interes-
sante do RIM sobre o DRM para formulac¸o˜es que envolvam materiais anisotro´picos e´ que as
func¸o˜es de aproximac¸a˜o fm podem ser escolhidas livremente, pois o RIM na˜o usa as soluc¸o˜es
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particulares wˆm obtidas da equac¸a˜o diferencial (3.25).
Estas soluc¸o˜es particulares sa˜o necessa´rias no DRM, o que restringe a escolha das
func¸o˜es de aproximac¸a˜o devido a complexidade da equac¸a˜o (3.25).
Foram analisadas quatro func¸o˜es de aproximac¸a˜o. As duas primeiras sa˜o func¸o˜es de
base radiais que ja´ foram extensivamente usadas no DRM para os mais diferentes problemas
isotro´picos:
fm1 = 1 +R, (5.66)
e
fm2 = 1 +R + R
3. (5.67)
A terceira func¸a˜o e´ a func¸a˜o radial conhecida como func¸a˜o spline de placas finas, ou
TPS (thin plate spline):
fm3 = R
2 log (R). (5.68)
Alguns trabalhos da literatura (Golberg, 1999) mostraram que esta func¸a˜o possui uma
alta taxa de convergeˆncia quando usadas na forma aumentada por polinoˆmios, ou seja, quando
a aproximac¸a˜o da forc¸a de corpo e´ dada pelas equac¸o˜es (5.53) e (5.54). Neste caso ela e´
chamada de func¸a˜o spline de placas finas aumentada, ou ATPS (augmented thin plate spline).
A quarta func¸a˜o de aproximac¸a˜o tem sido usada com sucesso em muitos me´todos sem




















, 0 ≤ R ≤ dA
0 , R > dA
(5.69)
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onde dA e´ o tamanho suporte para o ponto de aplicac¸a˜o A.
As func¸o˜es de aproximac¸a˜o fm1 e fm2 dadas pelas equac¸o˜es (5.66) e (5.67) sa˜o usadas
na forma padra˜o, com a aproximac¸a˜o da forc¸a de corpo dada pela equac¸a˜o (5.28), enquanto
que as func¸o˜es de aproximac¸a˜o fm3 e fm4 dadas pelas equac¸o˜es (5.68) e (5.69) sa˜o usadas na
forma aumentada, com a aproximac¸a˜o dadas pelas equac¸o˜es (5.53) e (5.54).
A equac¸a˜o (5.28) ou as equac¸o˜es (5.53) e (5.54) podem ser escritas na forma matricial
como:
b = Fγ (5.70)
Deste modo, γ pode ser calculado por:
γ = F−1b (5.71)
Uma das vantagens da func¸a˜o de aproximac¸a˜o (5.69) e´ que a ela apresenta o ma´ximo
(f4m = 1) quando R = 0 e se anula para R > dA. Isto vai ocasionar, no caso da formulac¸a˜o
na˜o aumentada, uma matriz F com 1 na diagonal e com valores entre 0 e 1 fora da diagonal,
sendo que muitos deles sa˜o iguais a zero. A consequeˆncia e´ um melhor condicionamento da
matriz F que pode ser importante em problemas de muitos graus de liberdade. E´ importante
notar que no caso das demais func¸o˜es de aproximac¸a˜o, dadas pelas equac¸o˜es (5.66), (5.67) e
(5.68), a matriz F tem valores mı´nimos na diagonal, iguais a 1 ou zero, e fora da diagonal
pode-se ter valores muito grande.
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Cap´ıtulo 6
Formulac¸o˜es dinaˆmicas para elementos
de contorno
Neste cap´ıtulo e´ mostrado o equacionamento para problemas de vibrac¸a˜o livre e ana´lise
transiente de placas finas anisotro´picas. Para tanto, tomou-se como refereˆncias principais os
trabalhos de Albuquerque (2001) e Dominguez (1993).
6.1 Problemas de vibrac¸o˜es livres sem amortecimento
Com o objetivo de transformar a equac¸a˜o (5.51) em um problema de auto-valores e
auto-vetores, o contorno e´ dividido em Γ1 e Γ2 (Figura 6.1), onde Γ1 corresponde a parte do
contorno onde ha´ restric¸o˜es de deslocamentos e em Γ2 corresponde a parte que na˜o possui
restric¸o˜es de deslocamento.



































Figura 6.1: Domı´nio com o contorno Γ1 restrito e o contorno Γ2 livre.
onde os ı´ndices 1 e 2 correspondem a`s equac¸o˜es obtidas com os pontos fontes nos contornos
Γ1 e Γ2, respectivamente.
Uma vez que w1 = 0 e V2 = 0, a equac¸o˜e (6.1) pode ser escrita como:
H12w2 −G11V1 = ω
2M12w2,





onde Hˆ e Mˆ sa˜o dadas por:








A equac¸a˜o matricial (6.3) pode ser rearranjada de forma a se ter um problema de
auto-valor e auto-vetor padra˜o, ou seja:
Aw2 = λw2, (6.5)
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onde
A = Hˆ−1Mˆ, (6.6)





sendo w a frequeˆncia natural e w2 e´ o auto-vetor que e´ equivalente aos modos de vibrar da
placa.
O nu´mero de frequeˆncias naturais poss´ıveis em um sistema discretizado e´ igual ao
nu´mero de graus de liberdade da estrutura. Pore´m, o erro nume´rico e´ maior nas frequeˆncias
mais altas. Entretanto, na maioria dos casos de engenharia, o interesse e´ pelas frequeˆncias
mais baixas ou primeiras frequeˆncias.
Um vez que A e´ na˜o sime´trico, os auto-valores e auto-vetores da equac¸a˜o (6.5) podem
ser calculados usando procedimentos nu´mericos padro˜es para matrizes na˜o sime´tricas.
6.2 Problemas transientes
O me´todo dos elementos de contorno de reciprocidade dual e integrac¸a˜o radial sera˜o
aplicados ao ca´lculo dos campos de deslocamentos para problemas transientes no domı´nio
do tempo. A integrac¸a˜o no tempo sera´ realizada utilizando o me´todo proposto por Houbolt
(1950) por ja´ ter sido mostrado por Loeffler e Mansur (1987) que o me´todo de Houbolt e´ o mais
apropriado para se usar na integrac¸a˜o direta no tempo junto com o me´todo dos elementos de
contorno de reciprocidade dual. Uma importante caracter´ıstica do me´todo de Houbolt e´ que
ele tem um alto amortecimento nume´rico. Este amortecimento torna os resultados obtidos
pelo me´todo dos elementos de contorno de reciprocidade dual ou da integrac¸a˜o radial mais
suaves que os obtidos por outras formulac¸o˜es do me´todo dos elementos de contorno aplicadas
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a elasto-dinaˆmica (Fedelinski et al., 1996 e Chirino et al., 1994). Pore´m, o amortecimento
nume´rico pode ser reduzido usando-se passos de tempo menores. Algumas vezes, para se
conseguir reduzir o passo de tempo e obter uma maior precisa˜o dos resultados e´ necessa´rio
refinar a malha ou aumentar o nu´mero de no´s internos.
Considere que as u´nicas forc¸as de corpo presente num corpo de domı´nio Ω e contorno
Γ sa˜o devido ao campo de acelerac¸a˜o w¨, ou seja:
b = ρhw¨. (6.8)
O esquema de Houbolt esta´ enquadrado entre os me´todos de mu´ltiplos passos, pois o
mesmo na˜o se utiliza apenas dos valores do passo anterior para determinar os valores atuais
e sim de treˆs outros passos passados. Para se proceder a integrac¸a˜o no tempo durante um
per´ıodo T , este per´ıodo e´ dividido em N intervalos iguais ∆τ (T = N∆τ). A acelerac¸a˜o em




(2wτ+∆τ − 5wτ + 4wτ−∆τ −wτ−2∆τ ) . (6.9)
onde:
τ +∆τ → passo de tempo atual;
τ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo atual τ +∆τ ;
τ −∆τ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo τ ;
τ−2∆τ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo τ −∆τ ;
∆τ → intervalo de tempo entre passos consecutivos de tempo.
Desde que wτ , wτ−∆τ e wτ−2∆τ sejam conhecidos, pode-se calcular wτ+∆τ atrave´s de
um sistema, da forma:
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Axτ+∆τ = yτ+∆τ (6.10)
onde xτ+∆τ e´ o vetor de varia´veis desconhecidas e yτ+∆τ e´ o vetor de varia´veis conhecidas,
sendo que seus elementos sa˜o calculados a partir dos valores de w dos passos de tempo
anteriores e das condic¸o˜es de contorno no tempo τ +∆τ .
Uma vez que o sistema (6.10) e´ resolvido, o vetor wτ+∆τ e´ conhecido e a soluc¸a˜o pode




Sa˜o apresentados a seguir alguns resultados obtidos com as rotinas implementadas.
Esses resultados sa˜o comparados com resultados obtidos pelo me´todo dos elementos finitos
(Useche, 2008) e resultados presentes na literatura.
Nos resultados seguintes, as func¸o˜es de aproximac¸o˜es fm1 e fm2 sa˜o usadas na forma
na˜o aumentada enquanto fm3 e fm4 sa˜o usadas na forma aumentada por polinoˆmios.
A soluc¸a˜o particular (equac¸a˜o 5.35) usada no DRM sera´ dada por:
wˆ = c1 r
4 − c2 r
5 (7.1)
onde: c1 = 1 e c2 = −1.
7.1 Aplicac¸a˜o do DRM e RIM na ana´lise modal de pla-
cas ortotro´picas
Com o objetivo de comparar a precisa˜o de diferentes func¸o˜es de aproximac¸a˜o e do DRM,
o me´todo e´ aplicado em um problema de vibrac¸a˜o livre. Considere uma placa retangular
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simplemente apoiada com as seguintes dimenso˜es: comprimento a = 450 mm, largura b = 350
mm e espessura h = 2.1 mm (Figura 7.1). A placa e´ ortotro´pica e tem as propriedades:
E1 = 120 GPa, E2 = 10 GPa, G12 = 4.8 GPa, ν12 = 0.3 e ρ = 1510 kg/m
3.
Figura 7.1: Discretizac¸a˜o da placa retangular.
A vibrac¸a˜o livre desta placa e´ analisada usando-se quatro func¸o˜es de base radial, dadas
pelas equac¸o˜es (5.66), (5.67), (5.68) e (5.69), com uma malha de 20 elementos quadra´ticos
descont´ınuos no contorno e 25 pontos internos.
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Tabela 7.1: Frequeˆncias naturais calculadas analiticamente e obtidas pelo DRM e pelo RIM.
Modos Exata DRM fm1 fm2 fm3 fm4
ω/(2pi) ω/(2pi) Diff. ω/(2pi) Diff. ω/(2pi) Diff. ω/(2pi) Diff. ω/(2pi) Diff.
(Hz) (Hz) (%) (Hz) (%) (Hz) (%) (Hz) (%) (Hz) (%)
1 52.77 53.99 2.31 53.27 0.95 53.31 1.02 52.80 0.06 53.19 0.80
2 103.28 128.79 24.70 108.20 4.76 108.26 4.82 104.19 0.88 104.43 1.11
3 176.57 185.60 5.11 187.42 6.15 187.62 6.26 179.08 1.42 181.44 2.76
4 199.83 251.03 25.62 205.13 2.65 205.16 2.67 202.32 1.25 204.96 2.57
5 211.09 295.69 40.08 223.60 5.92 223.80 6.02 213.52 1.15 214.97 1.84
A Tabela 7.1 mostra as cinco primeiras frequeˆncias naturais calculadas pelo DRM e
pelo RIM, usando quatro func¸o˜es de aproximac¸a˜o, e soluc¸a˜o anal´ıtica exata apresentada por
Gibson (1994). Na func¸a˜o de aproximac¸a˜o fm4, os resultados sa˜o calculados considerando
dA = b/3.
As Figuras 7.2, 7.3, 7.4, 7.5, 7.6 mostram os modos de vibrar da placa livre.
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Figura 7.2: Modo 1 (Simplesmente apoiada).
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Figura 7.3: Modo 2 (Simplesmente apoiada).
Figura 7.4: Modo 3 (Simplesmente apoiada).
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Figura 7.5: Modo 4 (Simplesmente apoiada).
Figura 7.6: Modo 5 (Simplesmente apoiada).
Dos resultados, podemos concluir que as func¸o˜es de base radial aumentadas por polinoˆmios
fm3 e fm4 apresentam melhor performance em comparac¸a˜o com as na˜o aumentadas fm1 e fm2.
Pode-se ver que o RIM apresentou para todas as frequeˆncias e praticamente para todas as
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func¸o˜es de aproximac¸a˜o, resultados melhores que o DRM. O RIM e´ mais adequado para a
ana´lise dos problemas estruturais de materiais anisotro´picos usando o BEM, porque permite
a aproximac¸a˜o das integrais domı´nio com func¸o˜es de aproximac¸a˜o de excelente desempenho
e que na˜o podem ser utilizadas no DRM para este tipo de problema (Albuquerque, Santana
e Sollero 2007).
7.2 Aplicac¸a˜o do DRM e RIM na ana´lise transiente de
placas ortotro´picas
Nesta sec¸a˜o, resultados nume´ricos sa˜o apresentados para placas sob cargas de impacto
dependentes do tempo. Os valores obtidos para o deslocamento em algum ponto da placa sa˜o
comparados com resultados obtidos pelo me´todo dos elementos finitos (Useche, 2008). Em
todos os ca´lculos nume´ricos, placas ortotro´picas sa˜o sujeitas a cargas transversais distribu´ıdas
uniformemente.
7.2.1 Placa quadrada apoiada nos quatro lados sob carga uni-
formemente distribu´ıda
Considere uma placa apoiada (Figura 7.7) carregada no instante τo = 0 s por uma carga
q = 2, 07×106 N/m2 tipo degrau (Figura 7.8). A placa e´ ortotro´pica e apresenta as seguintes
propriedades e dimenso˜es: E2 = 6895 MPa, E1 = 2E2, G12 = 265.19 MPa, ν12 = 0.3,
ρ = 7166 kg/m3, a = 254 mm e espessura h = 12.7 mm. Este problema e´ equivalente ao
problema proposto por Sladek et al. (2006) que foi analisado usando a fo´rmulac¸a˜o do me´todo
sem malha Petrov-Galerking (MLPG). O deslocamento vertical esta´tico do no´ central da placa
e´ dado por wstat = 23, 42×10





Figura 7.7: Placa quadrada ortotro´pica apoiada.
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Figura 7.8: Carregamento tipo func¸a˜o degrau.
7.2.1.1 Sensibilidade ao nu´mero de pontos internos do DRM
A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadra´ticos descont´ınuos
de mesmo comprimento e passo de tempo ∆τ = 1, 4610× 10−5 s. O problema foi analisado
utilizando-se 1, 9 e 25 pontos internos distribu´ıdos uniformemente. A Figura 7.9 mostra o
deslocamento vertical do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo.
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Sladek et al. (2006)
 1 ponto interno
9 pontos internos
25 pontos internos
Figura 7.9: Deslocamento vertical do no´ central da placa com o tempo sujeita a variac¸a˜o de
pontos internos.
Pode-se obsevar que o uso de pontos internos e´ necessa´rio para se obter uma maior
precisa˜o dos resultados obtidos pelo DRM. Neste caso, o resultado obtido com 25 pontos
internos foi mais pro´ximo da soluc¸a˜o de elementos finitos e do MLPG que os resultados com
1 e 9 pontos internos.
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7.2.1.2 Sensibilidade ao nu´mero de elementos do DRM
A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo ∆τ = 1, 4610×
10−5 s. O problema foi analisado pelo DRM utilizando-se 4, 8 e 12 elementos de contorno
quadra´ticos descont´ınuos de mesmo comprimento. A Figura 7.10 mostra o deslocamento
vertical do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo.




















Figura 7.10: Deslocamento vertical do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo sujeita a
variac¸a˜o do nu´mero de elementos.
Pode-se observar na Figura 7.10 que a discretizac¸a˜o do contorno da placa afeta pouco
os resultados obtidos pelo DRM. Assim, neste problema a influeˆncia do nu´mero de elementos
na discretizac¸a˜o do contorno e´ bastante pequena.
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7.2.1.3 Sensibilidade ao passo de tempo do DRM
A placa foi discretizada usando-se 25 pontos internos e 12 elementos de contorno
quadra´ticos descont´ınuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado pelo DRM
utilizando-se passos de tempo iguais a ∆τ = 1, 4610 × 10−6 s, ∆τ = 1, 4610 × 10−5 s e
∆τ = 1, 4610× 10−4 s. A Figura 7.11 mostra o deslocamento vertical do no´ central da placa
em func¸a˜o do tempo.




















Figura 7.11: Deslocamento vertical do no´ central da placa com o tempo sujeita a variac¸a˜o
do passo de tempo.
Pode-se observar na Figura 7.11 que houve pouca dependeˆncia dos resultados quando
se usou o passo de tempo ∆τ = 1, 4610 × 10−6 s, entretanto para o passo de tempo ∆τ =
1, 4610× 10−4 s o resultado mostrou-se pro´ximo da soluc¸a˜o do me´todo dos elementos finitos
e do MLPG.
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O mapa de cor para deslocamento do no´ central na direc¸a˜o z para o instante de tempo























Figura 7.12: Mapa de cor do deslocamento vertical do no´ central.
7.2.1.4 Ana´lise dos resultados com diferentes func¸o˜es de aproximac¸a˜o do RIM
Considere a placa apoiada da Figura 7.7 usando-se 12 elementos de contorno quadra´ticos
descont´ınuos, 9 no´s internos e passo de tempo igual a ∆τ = 1, 4610× 10−5 s. A Figura 7.13
mostra o deslocamento vertical do no´ central da placa, usando-se as func¸o˜es de aproximac¸a˜o
equac¸o˜es (5.66), (5.67), (5.68) e (5.69) no RIM. Os deslocamentos sa˜o comparados com os
resultados apresentados por Sladek et al. (2006) e com resultados obtidos com elementos
finitos.
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Figura 7.13: Deslocamento vertical do no´ central da placa com uso de diferentes func¸o˜es de
aproximac¸a˜o.
Os resultados obtidos (Albuquerque, Sollero and Santana, 2008) com a func¸a˜o de apro-
ximac¸a˜o de quarta ordem (equac¸a˜o 5.69) esta˜o mais pro´ximos dos resultados apresentados
por Sladek et al. (2006) e tambe´m dos resultados obtidos usando elementos finitos.
90
7.2.1.5 Comparac¸a˜o entre DRM e RIM
Considere a placa apoiada da Figura 7.7. A placa foi analisada usando-se 12 elementos
de contorno quadra´ticos descont´ınuos, 9 no´s internos e passo de tempo igual a ∆τ = 1, 4610×
10−5 s. A Figura 7.14 mostra o deslocamento vertical do no´ central da placa, usando-se a
func¸a˜o de aproximac¸a˜o fm3 para o RIM e o DRM.
















Sladek et al. (2006)
DRM
RIM − Aprox. fun.3
Figura 7.14: Deslocamento vertical do no´ central da placa com o uso do DRM e RIM.
Os resultados obtidos apresentam boa concordaˆncia com os obtidos por Sladek et al.
(2006) e com os resultados obtidos usando elementos finitos. Os resultados obtidos pelo RIM
esta˜o mais pro´ximos dos resultados de elementos finitos e do me´todo sem malha que obtidos
pelo DRM.
91
7.2.1.6 Variac¸a˜o da resposta com a raza˜o entre os mo´dulos de elasticidade
O mesmo problema anterior foi tratado variando-se a raza˜o entre os mo´dulos de elas-
ticidade E1 e E2 (Raza˜o = R = E2/E1 onde E2 assume diferentes valores e E1 e as demais
propriedades do material permanecem com seus valores inalterados). A Figura 7.15 mostra os
resultados para 3 valores de R para os deslocamentos verticais do no´ central da placa (Figura
7.7). Os resultados foram obtidos usando 12 elementos de contorno quadra´ticos descont´ınuos,
9 no´s internos e passo de tempo igual a ∆τ = 4, 6667× 10−4 s.




















Figura 7.15: Deslocamento vertical do no´ central da placa obtidos para diferentes razo˜es
entre mo´dulos de elasticidade.
Os resultados tem o comportamento esperado, ou seja, quanto maior a raza˜o entre E2
e E1, menores sa˜o os deslocamentos e maior a frequeˆncia dos ciclos. Em todos os casos os
resultados sa˜o esta´veis mesmo depois de va´rios ciclos.
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7.2.2 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uni-
formemente distribu´ıda
Considere uma placa engastada (Figura 7.16) carregada no instante τo = 0 s por uma
carga tipo degrau q = 2, 07× 106 N/m2 (Figura 7.8). A placa considerada apresenta as mes-
mas propriedades e dimenso˜es da Sec¸a˜o 7.2.1. A u´nica diferenc¸a e´ que se encontra engastada.
O deslocamento vertical esta´tico do no´ central da placa e´ dado por wstat = 6, 74.10
−3 m e o




Figura 7.16: Placa quadrada ortotro´pica engastada.
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7.2.2.1 Sensibilidade ao nu´mero de pontos internos para o DRM
A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadra´ticos descont´ınuos de
mesmo comprimento e passo de tempo ∆τ = 1, 4610 × 10−5 s. O problema foi analisado
pelo DRM utilizando-se 1, 9 e 25 pontos internos uniformemente distribu´ıdos. A Figura 7.17
mostra deslocamento vertical do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo.
























Figura 7.17: Deslocamento vertical do no´ central da placa com o tempo sujeita a variac¸a˜o
de pontos internos.
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Pode-se obsevar que para se obter uma maior precisa˜o dos resultados no DRM, o nu´mero
de pontos internos foi elevado para 25, conforme mostrado na Figura 7.17 e que com apenas 1
ponto interno verifica-se uma grande diferenc¸a em relac¸a˜o aos demais resultados para o DRM.
O resultado obtido com 25 pontos internos, apresentou pequenas diferenc¸as e mostrou-se
ligeiramente mais pro´ximo da soluc¸a˜o exata que os resultados com 1 e 9 pontos internos.
7.2.2.2 Sensibilidade ao nu´mero de elementos para o DRM
A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo ∆τ = 1, 4610×
10−5 s. O problema foi analisado pelo DRM utilizando-se 4, 8 e 12 elementos de contorno
quadra´ticos descont´ınuos de mesmo comprimento. A Figura 7.18 mostra o deslocamento
vertical do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo.
























Figura 7.18: Deslocamento vertical do no´ central da placa com o tempo sujeita a variac¸a˜o
do nu´mero de elementos.
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Pode-se observar na Figura 7.18 que a discretizac¸a˜o do contorno da placa pouco afeta
os resultados.
7.2.2.3 Sensibilidade ao passo de tempo pelo DRM
A placa foi discretizada usando-se 25 pontos internos e 12 elementos de contorno
quadra´ticos descont´ınuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado pelo DRM
utilizando-se passos de tempo iguais a ∆τ = 1, 4610 × 10−6 s, ∆τ = 1, 4610 × 10−5 s e
∆τ = 1, 4610× 10−4 s. A Figura 7.19 mostra o deslocamento vertical do no´ central da placa
em func¸a˜o do tempo.
























Figura 7.19: Deslocamento vertical do no´ central da placa com o tempo para diferentes passos
de tempo.
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Pode-se observar na Figura 7.19 que houve pouca dependeˆncia dos resultados quando
se usou o passo de tempo ∆τ = 1, 4610× 10−6 s. Entretanto, para o passo de tempo ∆τ =
1, 4610 × 10−4 s o resultado mostrou-se mais pro´ximo da soluc¸a˜o de elementos finitos e do
MLPG.
O mapa de cor para deslocamento do no´ central na direc¸a˜o z para o instante t = 0, 0022
























Figura 7.20: Mapa de cor do deslocamento vertical do no´ central.
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7.2.3 Placa engastada-livre sob carga uniformemente distribu´ıda
Considere uma placa engastada-livre (Figura 7.21) carregada no instante τo = 0 s por
uma carga tipo degrau q = 2, 07 × 106 N/m2 (Figura 7.8). A placa considerada apresenta
as mesmas propriedades e dimenso˜es da Sec¸a˜o 7.2.1. Este problema foi analisado tanto pelo
DRM quanto pelo RIM. Pore´m, os resultados do DRM apresentaram elevadas instabilidades
para todos os casos e na˜o sera˜o mostrados neste trabalho.
Figura 7.21: Placa quadrada ortotro´pica engastada em um lado e livre em treˆs lados.
7.2.3.1 Sensibilidade ao nu´mero de pontos internos do RIM
A placa foi discretizada usando-se 8 elementos de contorno quadra´ticos descont´ınuos
de mesmo comprimento e passo de tempo ∆τ = 4, 6667× 10−4 s. O problema foi analisado
utilizando-se 1, 9 e 25 pontos internos uniformemente distribu´ıdos. A Figura 7.22 mostra
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deslocamento vertical do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo obtido pelo RIM.















1 − ponto interno
9 − pontos internos
25 − pontos internos
Figura 7.22: Deslocamento vertical do no´ central da placa com o tempo sujeita a variac¸a˜o
de pontos internos.
Pode-se observar na Figura 7.13 que houve pouca dependeˆncia do nu´mero de pontos
internos. Os resultados mostraram-se pro´ximo da soluc¸a˜o de elementos finitos.
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7.2.3.2 Sensibilidade ao nu´mero de elementos do RIM
A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo ∆τ = 4, 6667×
10−4 s. O problema foi analisado utilizando-se 4, 8 e 12 elementos de contorno quadra´ticos
descont´ınuos de mesmo comprimento. A Figura 7.23 mostra o deslocamento vertical do no´
central da placa em func¸a˜o do tempo obtidos pelo RIM.


















Figura 7.23: Deslocamento vertical do no´ central da placa com o tempo sujeita a variac¸a˜o
do nu´mero de elementos.
Pode-se observar na Figura 7.23 que a discretic¸a˜o do contorno pouco afeta os resultados.
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7.2.3.3 Sensibilidade ao passo de tempo do RIM
A placa foi discretizada usando-se 25 pontos internos e 12 elementos de contorno
quadra´ticos descont´ınuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado utilizando-
se passos de tempo iguais a ∆τ = 0, 0012 s, ∆τ = 1, 667 × 10−4 s, ∆τ = 3, 5 × 10−5 s e
∆τ = 6, 0137× 10−5 s. A Figura 7.24 mostra o deslocamento vertical do no´ central da placa
em func¸a˜o do tempo.



















Figura 7.24: Deslocamento vertical do no´ central da placa com o tempo para diferentes passos
de tempo.
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Pode-se observar na Figura 7.24 que os passos de tempo ∆τ = 1, 1667 × 10−4 s e
∆τ = 3, 5 × 10−5 s apresentam boa convergeˆncia com a soluc¸a˜o de elementos finitos ao
contra´rio do passo de tempo ∆τ = 0, 0012 s que fica um pouco distante. O passo de tempo
∆τ = 6, 0137× 10−5 s apresenta pequenas instabilidades (Figura 7.25).







Figura 7.25: Instabilidade do passo de tempo ∆τ = 6, 0137× 10−5 s.
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O mapa de cor para deslocamento do no´ central na direc¸a˜o z para o instante de tempo























Figura 7.26: Mapa de cor de placa engastada-livre.
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7.2.3.4 Influeˆncia de pontos internos no RIM
Considere uma placa engastada-livre (Figura 7.27) carregada no instante τo = 0 s por
uma carga tipo degrau q = 2, 07 × 106 N/m2 (Figura 7.8). A placa considerada apresenta
as mesmas propriedades e dimenso˜es da Sec¸a˜o 7.2.1. Este problema foi analisado pelo RIM
para verificar a influeˆncia de pontos internos.
Figura 7.27: Placa quadrada ortotro´pica engastada em um lado e livre em treˆs lados.
A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadra´ticos des-
cont´ınuos de mesmo comprimento e passo de tempo ∆τ = 0, 0012 s. O problema foi analisado
utilizando-se 0, 1 e 9 pontos internos uniformemente distribu´ıdos. A Figura 7.28 mostra
deslocamento vertical do no´ central da extremidade da placa em func¸a˜o do tempo obtido
pelo RIM.
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0 − ponto interno
1 − ponto interno
9 − pontos internos
Figura 7.28: Placa quadrada ortotro´pica engastada em um lado e livre em treˆs lados.
Pode-se observar na Figura 7.28 que na˜o houve dependeˆncia do nu´mero de pontos





Este trabalho apresentou uma formulac¸a˜o do me´todo dos elementos de contorno para
ana´lise de problemas dinaˆmicos em placas finas de materiais compo´sitos. A formulac¸a˜o do
me´todo dos elementos de contorno para a ana´lise de problemas de elastodinaˆmica em materi-
ais anisotro´picos foi obtida usando soluc¸o˜es fundamentais da elastosta´tica e considerando os
termos de ine´rcia como forc¸as de corpo. Foram usados elementos quadra´ticos descont´ınuos.
As integrais de domı´nio provenientes dos termos de ine´rcia foram transformadas em
integrais de contorno usando o me´todo dos elementos de contorno de reciprocidade dual e o
me´todo da integrac¸a˜o radial.
No me´todo da reciprocidade dual, as soluc¸o˜es particulares de deslocamentos foram
escolhidas e as func¸o˜es de aproximac¸a˜o foram obtidas usando a equac¸a˜o de equil´ıbrio. No
me´todo da integrac¸a˜o radial, as func¸o˜es de aproximac¸a˜o podem ser escolhidas livremente.
Numa comparac¸a˜o do DRM com o RIM, foi mostrado que o DRM e´ um me´todo de
custo computacional baixo, uma vez que ele na˜o exige integrac¸o˜es extras para a montagem
das matrizes referentes as forc¸as de corpo, uma vez que utiliza as matrizes H e G ja´ cons-
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tru´ıdas para o ca´lculo dos demais termos. Pore´m, devido a necessidade de se calcular as
soluc¸o˜es particulares, e´ um me´todo de dif´ıcil implementac¸a˜o ale´m de na˜o permitir que as
func¸o˜es de aproximac¸a˜o sejam escolhidas livremente. Com isso mesmo possuindo um custo
computacional elevado, o RIM mostrou-se mais adequado para problemas apresentados neste
trabalho.
No me´todo da integrac¸a˜o radial, foram utilizadas func¸o˜es de aproximac¸a˜o que apresen-
taram boa performance em outras formulac¸o˜es dispon´ıveis na literatura. Foram utilizadas
func¸o˜es de aproximac¸a˜o de base radial, aumentadas por polinoˆmios ou na˜o. Os resulta-
dos mostraram que as func¸o˜es de aproximac¸a˜o aumentadas por polinoˆmio apresentam con-
vergeˆncia mais ra´pida que as na˜o aumentadas. Foram analisadas quatro func¸o˜es de aprox-
imac¸a˜o e, dentre estas quatro, a que apresentou melhor performance foi a spline de placas
finas aumentadas por polinoˆmio. Foi analisada a sensibilidade ao nu´mero de pontos internos,
a malha e ao tamanho de passo de tempo para estas func¸o˜es.
O RIM mostrou-se pouco sens´ıvel ao nu´mero de pontos internos utilizado no domı´nio
e pouco sens´ıvel ao nume´ro de elementos no contorno e ao passo de tempo.
Como propostas para trabalhos futuros sugere-se, a implementac¸a˜o do ca´lculo das
tenso˜es no contorno e nos pontos internos, a extensa˜o da formulac¸a˜o para cascas e prob-
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